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⎯作答注意事項⎯ 

 

考試時間：共 120分鐘（請自行斟酌分配時間） 

作答方式：務必作答於「各科答案卷上」，請以黑色或藍色原子筆、鋼珠筆

或中性筆作答，並標明題號。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
祝考試順利！ 

 

 
  

請考生依指示 

填寫准考證末三碼 

請聽到鈴(鐘)聲響後，於題本右上角方格 

內填寫准考證末 3碼，再翻頁作答。 



本試卷共有 4 題。 請將各題答案依序書寫於答案卷上，並完整呈現你的計算或是論證過程。

1. (a) (10%) An 是一個 n × n 的矩陣 (n ≥ 2) ，其對角線上的元素皆為 0， 且非對角線的元素皆為
1。 求 An 的行列式值。

(b) (5%) B 是一個 2k × 2k 的矩陣 (k ≥ 1)，其對角線上的元素皆為偶數，非對角線的元素皆為奇
數。證明 B 有反矩陣。(提示: 考慮 mod 2 後的新矩陣。)

(c) (10%) C是一個 (2k + 1)× (2k + 1) 的矩陣 (k ≥ 1)，其對角線上的元素皆為偶數，非對角線上
的元素皆為奇數。

(i) 證明若 C


a1
a2
...

a2k
0

 =


0
0
...
0
0

， 則 a1 = a2 = · · · = a2k = 0。

(ii) 假設

 a1
...

a2k+1

 ̸=

0
...
0

 ,

 b1
...

b2k+1

 ̸=

0
...
0

, 且 C

 a1
...

a2k+1

 = C

 b1
...

b2k+1

 =

0
...
0

。
證明必有一個實數 t 使得

 a1
...

a2k+1

 = t

 b1
...

b2k+1

。

2. (15%) 假設在三角形 △ABC 中，A 點到 BC 的垂足 D 落在 B,C 之間。 P 是線段 AD 上的一點，
直線 BP 與 AC 交於點 E，直線 CP 與 AB 交於點 F。 證明 ∠ADE = ∠ADF。

3. 以下我們討論

n∑
k=0

ak cos(kx) 這類函數的根。

(a) (10%) 證明

n∑
k=0

ak cos(kx), an ̸= 0, 可以整理為

n∑
k=0

ck(cosx)
k，其中 cn ̸= 0。

(b) (5%) 證明

n∑
k=0

ak cos(kx), an ̸= 0, 在 [0, π] 區間上最多有 n 個根。

(c) (10%) 令 Dn(x) = 1 +

n∑
k=1

2 cos(kx)。證明當 x ̸= 0，

Dn(x) =
sin((n+ 1

2 )x)

sin(x2 )
,

並求 Dn 在 [0, π] 區間上的根。
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(d) (10%) 令 Fn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(x)。證明 Fn(x) ≥ 0，並求 Fn(x) 在 [0, π] 區間上的根。 (提

示: 化簡 Fn(x) 成為類似 (c) 小題的形式。)

4. 假設 A = (a, 1− a2), B = (−b, 1− b2) 是拋物線 y = 1− x2 上兩點， a > 0, b > 0， 並且 a+ b 固定
為常數 c。 在 A,B 兩點作拋物線的切線；設其與 x 軸的交點分別為 P,Q，且兩切線的交點為 R。

(a) (10%) 當 0 < c ≤ 2 時，求 △PQR 面積的最小值。

(b) (10%) 當 c > 2 時，求 △PQR 面積的最小值。

(c) (5%) △PQR 面積的最小值發生在 a = b = 1, c = 2 嗎?
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