進階電磁學
課程筆記
第9-1講、Ch19 The Principle of Least Action        

        （最小作用量原理）2
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釋出創用CC「
摘要

(1)Fermat原理
(2) Lagrangian
- Euler-Lagrangian方程式

-例一:牛頓力學中的應用
-例二:特殊相對論中的應用
(1) Fermat原理

最小作用量原理，由法國數學家Fermat研究開始

反射定律
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，所以真實反射的路徑為光觸及鏡面射進到觀察點的最短路徑。且我們有
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滿足折射定律(Snell’s law)
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可作所需要的時間以及光接觸介質接面的點的x座標的圖
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若將路徑做一個微小改變(
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所以可得Snell’s law 
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為幾何光學中的Fermat原理

(2) Lagrangian
到了1740年代，普魯士科學院院長Maupertuis，認為造物者以精簡（簡省）方式安排一切事物之變化，提出力學應該也有類似Fermat原理的結果

光選擇的路徑為令所需時間
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 最小的路徑

也可以寫為
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所以力學中應有物體應走
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到了1850年代，Lagrange提出，固定起始時間(
[image: image18.wmf]a

t

)，位置(
[image: image19.wmf])

,

,

(

a

a

a

z

y

x

)，及結束時間(
[image: image20.wmf]b

t

)，位置(
[image: image21.wmf])

,

,

(

b

b

b

z

y

x

)，則物體應走滿足


[image: image22.wmf]ò

=

2

1

0

)

,

)

(

,

)

(

,

)

(

),

(

),

(

),

(

(

t

t

dt

t

dt

t

dz

dt

t

dy

dt

t

dx

t

z

t

y

t

x

L

d


的路徑。

也可以寫成
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路徑要滿足
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牛頓力學可以就此導出

先假設
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假設滿足條件的路徑為
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若改變路徑為
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(因為端點不變，
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Euler-Lagrangian方程式
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例一:牛頓力學中的應用
考慮一個在位能U（X, Y, Z）中運動之質點

若用牛頓力學
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對照Euler-Lagrangian方程式，則可得
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1837~1840年，愛爾蘭的物理學家Hamilton發現幾何光學和Maupertuis有驚人的類似之處，並將Lagrange的方法寫成較容易使用的形式

例二:特殊相對論中的應用
在相對論中，支配粒子運動的方程式為
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羅倫茲力
因為
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由這裡我們可以知道
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我們可以得到
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同樣的我們有
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所以若我們定義
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遵守羅倫茲變換，則其所代表的電場和磁場也滿足相對性原理:
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由於
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的意義在於其所代表的電場和磁場，故我們可以定義這樣的四向量而不改變其中的物理，所以
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再和Euler-Lagrangian方程式比較

可得
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或者可以這樣來看，將
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和另一四維時空向量
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相乘，加入Lagrangian的積分中
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積分的第一項為原時，第二項為兩個四維時空向量的內積，這樣的式子滿足相對性原理。

因為
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通常和座標選取沒有關係，而在廣義相對論中，最小作用量原理被廣泛使用，在各樣的坐標系中，運動要滿足Einstein–Hilbert action。

再看看這樣的Euler-Lagrangian方程式長甚麼樣子

先看沒有電磁作用的結果，應為動量對時間的微分
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而電磁作用的貢獻為
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整個Euler-Lagrangian方程式其實就是羅倫茲力的形式
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其中
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習題:

    檢驗y方向和z方向也有同樣的結果

所以整個方程式可以寫為
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其中
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扮演了相當於位能的角色

而在
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扮演了電磁場動量的角色。

相對地來說，我們也可以用最小作用量原理得到馬克斯威爾方程式:
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而因為
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都是四向量，這個量是羅倫滋不變量。

我們知道電磁作用是由宇宙中所有的電荷所造成的，經由這些電荷的運動，我們就可以得到馬克斯威爾方程式，也就是用最小作用量原理得到馬克斯威爾方程式。

那是否，我們可以由最小作用量原理得到力學及電磁學的方程式呢?

答案是可以的

事實上最小作用量原理可以把流體，力學，電磁學，場等放在同一個基礎之下來建構出來，再加上普朗克提出作用量有一個最小的量，並狹義相對論的相對性原理，幾乎所有的物理理論都可以建構出來。
授課教師：台灣大學物理系　易富國教授


筆記編寫：台灣大學物理系　楊淵棨同學


編者信箱：r01222074@ntu.edu.tw
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